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Prisenzaufgabe 15.1 Es sei p eine Primzahl und G eine Gruppe mit p Elementen. Dann
ist G zyklisch.

Prisenzaufgabe 15.2 Zeigen Sie, dass die Gruppen Z/27 x 7Z,/27 und Z/4Z nicht iso-
morph sind.

Prasenzaufgabe 15.3 Essei G = (g1, ..., gk) eine endliche erzeugte Gruppe und ¢: G —
G’ ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass ¢ durch g, = ¢(¢), ¢ = 1,...,k,
eindeutig bestimmt wird.

Priasenzaufgabe 15.4 Fiir eine Gruppe G definieren wir die Kommutatoruntergruppe
[G, G] als die kleinste Untergruppe von G, die alle Elemente der Form [g, h] := ghg~'h~!
mit g, h € G enthilt. Zeigen Sie:

a) [G,G] ist ein Normalteiler von G.

b) Die Gruppe G/[G, G] ist abelsch.

c¢) Ist N ein Normalteiler von G und gilt [G,G] C N, so ist G/N abelsch.
)

d) Ist N ein Normalteiler von G und ist G/N abelsch, so ist [G,G] C N.
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Aufgabe 15.1 (242 Punkte) Es sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

a) Zeigen Sie, dass jede Untergruppe von G zyklisch ist.
Hinweis: Division mit Rest.

b) Zeigen Sie, dass fiir jeden positiven Teiler d von n genau eine Untergruppe von G
der Ordnung d existiert.

Aufgabe 15.2 (14142414142 Punkte) Zeigen Sie:

a) Es sei G eine endliche Gruppe und S eine Teilmenge von G, sodass |S| > 3|G|. Dann
ist (S) =G.

b) Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann ist H genau dann ein
Normalteiler, wenn gHg~! C H fiir alle g € G ist.

c) Es sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung 2n. Dann gibt es ein Element in G der
Ordnung 2.

d) Es sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung 2n, wobei n ungerade ist. Dann gibt es
hochstens (und damit genau) ein Element in G der Ordnung 2.

e) Es sei G eine Gruppe. Die Abbildung ¢: G — G,z ~ 22 ist genau dann ein Grup-
penhomomorphismus, wenn G abelsch ist.

f) Essei ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Es sei 2z € G ein Element endlicher
Ordnung. Dann hat ¢(x) endliche Ordnung in G’ und ord(p(z))|ord(x).

Aufgabe 15.3 (24242 Punkte) Es sei G die Menge der reellen, invertierbaren oberen
2 x 2-Dreiecksmatrizen. Zeigen Sie:

a) G ist eine Untergruppe von (GL2(R), ).
b) N := {<(1) 61L> : a € R} ist ein Normalteiler von G.

c) G/N ist abelsch.
Hinweis: Benutzen Sie Prisenzaufgabe 15.4 c)

Aufgabe 15.4 (141 Punkte) Es sei G eine Gruppe. Mit Aut(G) bezeichnen wir die
Gruppe (beziiglich der Komposition) der Gruppenisomorphismen G — G.

a) Zeigen Sie, dass Aut(Z,+) endlich ist.
b) Zeigen Sie: #Aut(Z/pZ) =p — 1.

Aufgabe 15.5 (1+1+1+1 Punkte) Bestimmen Sie die Méchtigkeiten der folgenden Men-
gen:
a) Hom(Z/2Z,7./A7).
b) Hom(Z/5Z,7/7Z).
c) Hom(Z/87Z,7/A7).
d) Hom(Z/8Z,7/67Z).

Hinweis: Aufgabe 15.2 f)
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Aufgabe 15.6 (141 Punkte) Zeigen oder widerlegen Sie:

a) Es existiert eine Gruppe G sowie ein Gruppenhomomorphismus G — G, der surjek-
tiv, aber nicht injektiv ist.

b) Es existiert eine Gruppe G sowie ein Gruppenhomomorphismus G — G, der injektiv,
aber nicht surjektiv ist.

Aufgabe 15.7 (3 Punkte) Geben Sie drei Gruppen der Ordnung 8 an, die paarweise
nicht isomorph zueinander sind.

Aufgabe 15.8 (2 Punkte) Es sei G eine Gruppe und Z(G) das Zentrum von G. Zeigen
Sie: Ist G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch.

Aufgabe 15.9 (142 Punkte) Es sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und H
eine Untergruppe von G.

a) Zeigen Sie, dass HN eine Untergruppe von G ist.

b) Es sei nun H sowohl ein Normalteiler von G als auch ein Normalteiler von N. Zeigen
Sie, dass N/H ein Normalteiler von G/H ist und dass (G/H)/(N/H) isomorph zu
G/N ist.

Aufgabe 15.10 (2 Punkte) Es sei G eine Gruppe. Zeigen Sie: Jede Untergruppe H C G
von Index 2 ist ein Normalteiler.



