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Prisenzaufgabe 9.1 (Gram-Schmidt-Verfahren) Wir betrachten R3 mit dem Standards-
kalarprodukt. Es seien a; = (1,0,0), ag = (1,1,0) und a3 = (1,1,1). Wenden Sie das
Gram-Schmidt-Verfahren auf (aj, ag, as) an.

Prisenzaufgabe 9.2 (Adjungierte) Es sei V ein endlich-dimensionaler unitérer Vektor-
raum. Es seien ¢, € End(V'). Zeigen Sie:

QoY) =1*op*.

st o bijektiv, so ist (¢*)7! = (¢~ 1)*.

Abgabe: 21.12.2018 12:00 Uhr S.1/2



Lineare Algebra und Geometrie 2 (Blatt 9) S.2/2

Aufgabe 9.1 (1+1,5+1,5 Punkte) Wir betrachten die nachfolgende reelle orthogonale

Matrix A.
-1

0 0
A=10 1 0
1 0 O

Wir wollen den Spektralsatz fiir orthogonale Matrizen auf A anwenden. Dazu gehen wir
wie folgt vor:

a) Bestimmen Sie die komplexen Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

b) Wiihlen Sie drei komplexe Eigenvektoren vy, v2, v3, sodass gilt: v; € R3, v3 = 73 und
{v1,v9,v3} ist eine Ortonormalbasis von C? beziiglich des Standardskalarprodukts.
Stellen Sie die Matrix A beziiglich dieser Basis dar.

¢) Wir definieren nun die reellen Vektoren

Vg + U3 .
U= ——— und ug =t ——.
[[vg + vs]| [[ve — vs]|

U2 — U3

Zeigen Sie, dass {vi,u;,us} eine Orthonormalbasis von R? ist und stellen Sie A
beziiglich dieser Basis dar.

Aufgabe 9.2 (242 Punkte) Wir betrachten den reellen Vektorraum V' der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen [—1,1] — R mit Skalarprodukt

1
o) = | f@) do
a) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Vektoren v; = 2 € V mit i €
{0,1,2} an, um orthonormale Vektoren by, b1, by zu erhalten.

b) Wir betrachten die lineare Abbildung
oV =V, f(x)—df(x)/de,

die einer Funktion f ihre Ableitung zuordnet.
Bestimmen Sie die Adjungierte von ¢ sowie von der n-fachen Ableitung ¢™, n > 2.

Aufgabe 9.3 (1+1+1+41+41 Punkte) Es seien V ein unitérer endlich-dimensionaler Vek-
torraum und ¢ € End(V'). Zeigen oder widerlegen Sie:
a) Ist ¢ normal, dann ist ¢ hermitesch oder unitér.
b) Ist ¢ hermitesch und nilpotent, so ist ¢ = 0.

c) @ o p* ist normal.

)
)
)
)

d) Ist ¢ hermitesch, so ist ¢ bijektiv.

Bonusaufgabe* 9.4 (1 Punkt) Es sei

1 /a —i
A2<b c)

eine unitdre Matrix mit Determinante 1. Bestimmen Sie a, b und c.



