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Prasenzaufgabe 1.1 Vektorridume
Sei K ein Korper. Welche der folgenden Mengen sind mit den gegebenen Strukturen Vek-
torrdume? Begriinden Sie Thre Antwort.

a) U={A € Mat(n xn,K) | det(A) = 0} mit der gewdhnlichen Addition A 4+ B :=
A+ B fiir A, B € U und der gewohnlichen Skalarmultiplikation A - (a;;) :== (X - a4j)
fir A € K und (a;5) € U.

b) Sei K=R.U={z€R |2 >0} mit z+yy:=z-y fir v,y € U und -z := 2 fiir
A€eRund z € U.

¢) U = Abb(N, K) mit (f +u g)(n) = f(n) + g(n) und (A~ f)(n) = X+ (f(n)) fiir
firgeU,neNund A € K.

d) U={f € Abb(N,K) | f(n) =0 fiir fast alle n € N} mit (f +y g)(n) := f(n) + g(n)
und (A- f)(n) ;==X (f(n)) fir f,g €U, neNund X € K.

Prisenzaufgabe 1.2 Determinanten
Es seien A = (a;j) und B zwei n x n-Matrizen {iber den reellen Zahlen R. Zeigen oder
widerlegen Sie:

)

) det(A) + det(B) < |det(A + B)|.
c) det((a;;)) = det(((=1)""ay;)).

)

M? = (mZ;) mit m7; := m,

7 i Dann gilt: det(A?) = sgn(o) - det(A).

i),
Prasenzaufgabe 1.3 Eigenwerte

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der folgenden Matrizen iiber einem Korper K.

1 40
G [4 1 3
03 1
-3 1 -1
) -7 5 -1
6 6 2

b) Sei A € Mat(n x n, K). Zeigen Sie:

(i) Sind v; und vy linear unabhingige Eigenvektoren von A zum Eigenwert A, so
ist v1 + vo ebenfalls ein Eigenvektor von A zum Eigenwert .

(i) Ist A invertierbar und X ein Eigenwert von A, so ist A~! ein Eigenwert von A7,
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Aufgabe 1.1 (1+1+2 Punkte) Es sei K ein Korper. Welche der folgenden Mengen sind
mit den gegebenen Strukturen Vektorrdume? Begriinden Sie Thre Antwort und geben Sie
gegebenenfalls eine Basis an.

a) U ={A € Mat(n x n,K) | Sp(A) = 0} mit der gewohnlichen Addition A +y B :=
A+ B und der gewohnlichen Skalarmultiplikation A - (a;;) := (X - a;5) fir A, B e U
und A € K.

Dabei ist die Spur Sp einer Matrix gegeben durch die Summe ihrer Diagonaleintrége:
Sp(A) =371, ais.

b) U= {A € Mat(n xn,K) | det(A) # 0} mit der Addition A +y B := A- B und der
gedhnlichen Skalarmuliplikation A - (aj;) := (A - a;j) fir A,B € U und A € K.

¢) U= {(ay) € Mat(n x n,K) | 37 _ja1; = >0 jas; = ... = 30| ap;} mit der
gewohnlichen Addition A4y B := A+ B und der gewohnlichen Skalarmultiplikation
A (aij) == (A-ay) fir A, BeUund X € K.

Aufgabe 1.2 (2 +2 Punkte) a) Es sei A = (aj;) eine n x n-Matrix {iber den reellen
Zahlen R. Zeigen oder widerlegen Sie:

() det(4) < | (X0,oyai) |

(ii) det(A) < (szzl \%\) :

b) Es sei n > 2. Es seien x1, xa, ..., , Unbekannte. Zeigen Sie:
1 oz 2} ... a2t
1 oz 23 ... 207!
det o = H (xj — ;)
: , . 1<i<j<n
n—
1 =z, =z Ty,

Aufgabe 1.3 (242 Punkte) Es sei K ein Korper.
a) Berechnen Sie die Eigenwerte der folgenden Matrizen tiber dem Koérper K.
~ (0 —1
o (0 )
1 21
i) (2 1 1
11 2
b) Sei nun K = R. Seien A, B € Mat(n x n,R). Zeigen Sie:

(i) Ist A ein Eigenwert von AB, so ist A ein Eigenwert von BA.
(i) Ist A ein Eigenwert von A und gilt A% = A, soist A € {0,1, —1}.



