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Aufgabe 9.1 (2+2 Punkte). Es sie k ein algebraisch abgeschlossener Körper. Zeigen oder widerlegen
Sie:

(a) Es sei X eine affine Varietät über k, p ∈ X ein Punkt, OX,p der zugehörige lokale Ring mit dem
maximal Ideal mp und k(p) der Restklassenkörper OX,p/mp. Dann gilt

dimOX,p = dimk(p)(mp/m
2
p).

(b) Es seien P1 = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0), P3 = (0 : 0 : 1) ∈ P2
k und es sei U = P2

k \ {P1, P2, P3}.
Weiter definieren wir den Morphismus f : U → P2

k durch

f(a0 : a1 : a2) = (a1a2 : a0a2 : a0a1).

Dann gibt es einen Morphismus f̃ : P2
k → P2

k mit f̃ |U = f .

Aufgabe 9.2 (2+4 Punkte). Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper und ϕ : X → Y ein abge-
schlossener surjektiver Morphismus quasi-projektiver Varietäten über k.

(a) Zeigen Sie, dass dimX ≥ dimY gilt.

(b) Wir nehmen nun zusätzlich an, dass X und Y affin sind und dass zu jedem f ∈ O(X) ein nor-
miertes Polynom g ∈ O(Y )[T ] existiert, so dass (ϕ∗(g))(f) = 0. Dabei bezeichne

ϕ∗ : O(Y )[T ]→ O(X)[T ]

die Anwendung von ϕ∗ : O(Y ) → O(X) auf die Koeffizienten eines Polynoms. Zeigen Sie, dass
dann dimX = dimY gilt.

Aufgabe 9.3 (2 Punkte). Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper und n, d positive ganze
Zahlen. Es sei N =

(
n+d
n

)
− 1 und f0, . . . , fN ∈ k[X0, . . . , Xn] die Monome von Grad d. Die Veronese

Einbettung ist durch

F : Pn
k → PN

k , (x0 : · · · : xn) 7→ (f0(x0, . . . , xn) : · · · : fN (x0, . . . , xn))

gegeben. Wir bezeichnen ihr Bild mit X = F (Pn
k). Zeigen Sie, dass F : Pn

k → X ein Isomorphismus
ist.
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