ﬂbungen zu “Algebra 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Ariyan Javanpeykar & Robert Wilms Sommersemester 2017

Ubungsblatt 4
Abgabe am Freitag, 19.05.2017 bis 16 Uhr

Von den folgenden Aufgaben sind die Aufgaben mit angegebener Punktzahl fiir die Abgabe und
Korrektur vorgesehen. Die restlichen Aufgaben sollen Ihnen die Moglichkeit geben, den Stoff dar-
tiber hinaus zu iiben.

Aufgabe 4.1 (1+1+1+1 Punkte). (a) Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und
Y = {(#3,t4,65) € A% |t € k).

Bestimmen Sie Erzeuger fiir das Ideal I(Y') C k[X1, X2, X3].
(b) EsseiY = {(z,e%) € R? | z € R}. Bestimmen Sie Erzeuger fiir das Ideal I(Y) C R[X1, X3].
(c) Essei Y = {(z,sin(x)) € R? | z € R}. Bestimmen Sie Erzeuger fiir das Ideal I(Y) C R[X, X5].

(d) Esseik ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p > 0 und F, C k der endliche
Korper der Ordnung ¢ = p". Weiter sei Y = {(z1,...,2y,) € k" | 21,..., 2, € F,}. Bestimmen Sie
Erzeuger fiir das Ideal 1(Y).

Aufgabe 4.2 (1+1 Punkte). Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.
(a) EsseiY) = Z(Xy — X7) C A?. Zeigen Sie A(Y1) = k[X].
(b) EsseiYs = Z(X1Xy — 1) C A2. Zeigen Sie A(Y2) # k[X].

Aufgabe 4.3 (2 Punkte). Es sei k ein algebraischer abgeschlossener Kérper und B eine k-Algebra.
Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge Y C A" fiirein n € N, so dass B = A(Y).
(ii) Die k-Algebra B ist endlich erzeugt und besitzt keine nilpotenten Elemente.
Aufgabe 4.4 (2+2 Punkte). Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Ein topologischer Raum ist genau dann noethersch, wenn die Menge seiner offenen Teilmengen

die aufsteigende Kettenbedingung erfiillt.

(b) Eine Teilmenge Y C A" versehen mit der Teilraumtopologie ist genau dann hausdorffsch, wenn
Y endlich ist. (Ein topologischer Raum X heifst hausdorffsch, wenn zu zwei beliebigen Punkten
p1,p2 € X mit p; # py stets zwei offene Mengen p; € Uy und py € Us existieren mit U; N Uz = 0).)

Aufgabe. Zeigen Sie, dass die Diagonale A = {(x,z) € A? | z € A} C A? abgeschlossen beziiglich
der Zariski Topologie ist, aber nicht abgeschlossen beziiglich der Produkttopologie ist.

Aufgabe. Zeigen Sie, dass jeder noethersche topologische Raum Y kompakt ist, das heifst, jede Uber-
deckung von Y =  J,; U; durch offene Teilmengen U; besitzt bereits eine endliche Teiliiberdeckung
Y = UiE]o U; mit Iy C I und #1y < oo.
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Aufgabe. Es sei R ein kommutativer Ring und a € R nicht nilpotent. Zeigen Sie:
R[4] = RIX]/(aX — 1)

Aufgabe. Es sei f € k[X;, X»] ein irreduzibles Polynom mit deg f = 2 und Y3 = Z(f). Zeigen Sie,
dass A(Y3) = A(Y7) oder A(Y3) = A(Y3) gilt, wobei Y7 und Y3 wie in Aufgabe 4.2 definiert seien.



