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1 Moduln

Es sei R stets ein kommutativer Ring mit Einselement. Zu einer abelschen Gruppe M
erhalten wir den Ring (End(M), +, o) der Gruppenhomomorphismen G' — G.

Definition 1.1. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe M zusammen mit einem Ring-
homomorphismus R — End(M). Wir schreiben kurz r - m fir die Anwendung des zu
r € R gehorigen Endomorphismus auf m € M.

Beispiel 1.2. (a) Fiir einen Kéorper K sind die K-Moduln gerade die K -Vektorrdume.

(b) Die Gruppe Mat(pxq, R) der pxq Matrizen mit Eintragen in R mit der gewdéhnlichen
Multiplikation durch Skalare rA fir r € R und A € Mat(p x q, R) ist ein R-Modul.

(¢) Ein Ideal I C R ist ein R-Modul mit der gewéhnlichen Multiplikation ra im Ring R
firre Rundael.

Definition 1.3. Es seien M, M’ zwei R-Moduln.

(a) Ein Gruppenhomomorphismus f: M — M’ heifit R-Homomorphismus, falls f(rm) =
rf(m) fir alle m € M und r € R gilt.

(b) Fine Untergruppe N C M heifst R-Untermodul, falls rm € N fir alle r € R und
n € N gilt.



Beispiel 1.4. (a) Die R-Untermodule von R sind gerade die Ideale von R.

(b) Fiir einen R-Untermodul N C M ist auch M/N durch r(m + N) = rm + N ein
Modul und M — M/N ist ein R-Homomorphismus.

(c) Es sei S C M eine Teilmenge. Dann ist RS = {}7_ rjs; | n € N,s; € S;r; € R}.
ein R-Untermodul von M und wird der von S erzeugte R-Untermodul genannt.

Definition 1.5. Fin R-Modul M heifst endlich erzeugt, falls M = SR fiir eine endliche
Teilmenge S C M gilt.

2 Endlichkeitseigenschaften

Lemma 2.1. Fir eine partiel geordnete Menge (A, <) sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Die Menge (A, <) erfillt die aufsteigende Kettenbedingung: Jede aufsteigende Kette
a; < ay < az < ... von Elementen a; € A wird stationdr, das heifit es gilt
ap = Qi1 = ... fiir hinreichend grof$es n.

(i1) Jede nicht-leere Teilmenge B C A besitzt ein mazimales Element, das heifit ein
Element by € B, so dass fiir jedes b € B mit by < b bereits by = b gilt.

Beweis. (i) = (i1): Sei ) # B C A. Wihle b; € B. Falls b; maximal ist, sind wir fertig.
Andernfalls gibt es ein by mit by > b;. Wiederholt man dieses Argument, erhilt man
eine Kette b, > b,_1 > --+ > by > b;. Nach (i) kénnen wir nicht endlos so fortfahren.
Folglich muss irgendwann ein b; maximal sein.

(17) = (i): Sei a1 < az < ag < ... eine aufsteigende Kette. Die Menge {aq,as, ...} hat
nach (i) ein maximales Element a,,. Folglich gilt a,, = a1 = . ... O

Ersetzt man < durch >, erhilt man die absteigende Kettenbedingung, welche dquiva-
lent dazu ist, dass jede nicht-leere Teilmenge ein minimales Element besitzt.

Definition 2.2. (a) FEin topologischer Raum heifit noethersch, falls die Menge seiner
abgeschlossenen Unterrdume die absteigende Kettenbedingung erfillen.

(b) FEin Ring heiffit noethersch, falls die Menge seiner Ideale die aufsteigende Kettenbe-
dingung erfillt.

(¢) Fin R-Modul heifit noethersch, falls die Menge seiner R-Untermoduln die aufstei-
gende Kettenbedingung erfiillen.

Beispiel 2.3. (a) Jeder Hauptidealring R ist noethersch: Ist I C I C ... eine auf-
steigende Kette von Idealen in R, so ist auch U521 I ein Ideal von R, somit ein
Hauptideal erzeugt von einem a € |J~, Is. Ist nun sy so, dass a € I, so folgt
[50: 50+1:.... B



(b) Jeder Unterraum Y eines noetherschen Raumes X ist noethersch, denn jede Kette

von Unterrdumen Y, 2 Yo O ... von abgeschlossenen Unterrdumen Y; von'Y kommt
von einer Kette X1 2 Xo O ... won abgeschlossenen Unterrdumen X; in X mit
X;NY =Y;.

(c) Der Quotient R/I eines noetherschen Rings R und eines Ideals I C R ist noethersch,
denn jede Idealkette Iy C Iy C ... wvon Idealen in R/J kommt von einer Idealkette
J1 C Jy C ... von Idealen in R mit J;/I = 1.

Proposition 2.4. Ein R-Modul M ist genau dann noethersch, wenn jeder R-Untermodul
von M ein eindlich erzeugter R-Modul ist.

Beweis. “=": Es sei M noethersch und N C M ein R-Untermodul. Die Menge der
endlich erzeugten R-Untermoduln von M, die zugleich in N liegen, ist nicht leer. Nach
Lemma 2.1 besitzt sie daher ein maximales Element N,. Falls Ny # N gilt, konnen
wir ein x € N \ Ny wihlen. Dann ist auch Ny + Rx endlich erzeugt und in N. Dies
widerspricht der Maximalitdt von Ny. Folglich ist N = Ny und N somit endlich erzeugt.
“<" Es sei jeder R-Untermodul von M endlich erzeugt. Fiir eine aufsteigende Kette
Ny € N, C ... von R-Untermoduln von M ist N = J,., N; ein R-Untermodul von M.
Es sei S = {s1,..., 5.} eine erzeugende Menge fiir N und j;, € N so dass s; € N;, und
Jj = max{ji,...,Jx}. Dann gilt S C N, und somit N = N; = N;;; =.... O

Proposition 2.5. Es sei R noethersch. Dann ist jeder endlich erzeugter R-Modul M
noethersch.

Beweis. Es sei M endlich erzeugt, das heift M = RS fiir eine endliche Menge S C M.
Wir nutzen Induktion iiber #5S. Falls S = (), so ist M = {0} noethersch. Sei also #S > 1.
Wir withlen s € S. Nach Induktion ist M" = R(S \ {s}) noethersch. Sei Ny C N, C ...
eine aufsteigende Kette von R-Untermoduln von M.

Wir betrachten ¢: R — M, r +— rs. Dann ist ¢~ 1(N;) C ¢~1(N,) C ... eine auf-
steigende Kette von Idealen in R, welche stationir wird, da R noethersch ist, das heifst

¢ Y(Nj,) = ¢ H(Nj41) = .... Ebenso wird NyN M C Ny N M' C ... stationér, da M’
noethersch ist, das heifst N;, "M’ = N;,. . N M = .... Fiir j > jo = max{ji,j2} gilt
dann das N;NM' = N,;,yNM" und N,;/(N;NM') = N,,/(N;, N M') und somit N; = Nj,
so dass auch N; C Ny C ... stationar wird. O

3 Der Hilbertsche Basissatz

Satz 3.1 (Hilbertscher Basissatz). Fulls R noethersch ist, so ist auch R[X] noethersch.

Beweis. Nach Proposition 2.4 geniigt es zu zeigen, dass jedes Ideal I C R[X] als R[X]-
Modul endlich erzeugt ist. Fiir ein Polynom f = Z;‘l:() reX¢ € R[X] mit 74 # 0 be-
zeichnen wir den Leitkoeffizienten ry mit in(f). Fiir f,g € I mit d = deg f —degg > 0



gilt

0 falls in(f) = in(g)
in(f —t?-g) sonst,

in(f) —in(g) = {
T‘in(f):{o falls r - in(f) = 0

in(r- f) sonst.

Folglich ist in(I) = {in(f) | f € I} ein Ideal in R. Da R noethersch ist, ist in(/) endlich
erzeugt: Es gibt fi,..., fr € I mit in(I) = R{in(f1),...,in(fx)}. Sei d; = deg f; und
do = max{dy,...dy} und N C R[X] die Menge der Polynome von Grad < dp, das heift
N = R{l,z,..., 2%} C R[X].

Beheauptung. Es gilt [ = RIX|{f1,..., fu} + (I NN).

Es ist zu zeigen, dass jedes f € I modulo R[X|{f; ... fi} ein Polynom von Grad < d,
ist. Wir zeigen dies mittels Induktion iiber d = deg f. Fiir d < dy ist nichts zu zeigen. Sei
d > dy. Es gilt in(f) = Z?Zl rin(f;) fir gewisse r1,...,7; € R. Wir kénnen annehmen,
dass aus r;in(f;) = 0 auch r; = 0 folgt. Dann gilt

k

() =3 rin(f;) = Y infrfy) = n (Z . fgg) |

Jj=1

Daher hat das Polynom f' = f — Z§:1 rifizd=% € I Grad deg f’ < d. Nach Induktion
ist nun f' € R[X{f1,..., fr} + (I NN) und somit auch f € R[X|{f1,..., fr} + (I NN).

Der Satz folgt nun wie folgt: Der R-Modul N ist endlich erzeugt und somit nach
Proposition 2.5 noethersch. Nach Propostion 2.4 ist daher auch I N N ein endlich er-
zeugter R-Modul. Sei {fri1, fete,-.-, fi} eine erzeugende Menge fiir N N I, dann ist
I = R[X{f1,..., fi} endlich erzeugt. O

Unter einer R-Algebra verstehen wir einen kommutativen Ring A zusammen mit einem
Ringhomomorphismus R — A. Eine endlich erzeugte R-Algebra ist eine R-Algebra A, so
dass R — A sich als Komoposition der kanonischen Abbildung R — R[X}, ..., X,] fir
ein n € N und einem surjektiven Ringhomomorphismus R[Xq,...,X,] — A darstellen
lassen kann.

Korollar 3.2. Fulls R noethersch ist, so ist auch jede endlich erzeugte R-Algebra neo-
thersch. Insbesondere ist fiir einen Korper k jeder Quotient von k[ X, ..., X,,| noethersch.
Ebenso ist jeder Unterraum von A} noethersch.

Beweis. Nach Satz 3.1ist R[X7, ..., X,] noethersch. Nach Beispiel 2.3 ist auch R[ X7, ..., X,]
noethersch. Nach Definition sind dies gerade die endlich erzeugten R-Algebren. Weiter
ist A} noethersch, denn ist A} D Y} D Y, D ... eine absteigende Kette abgeschlos-
sener Unterrdume, so ist I(Y;) C I(Yz) C ... eine aufsteigende Kette von Idealen in



k[X1,...,X,], welche stationdr wird, da k[Xq,...,X,] noethersch ist. Da die Y;’s abge-
schlossen sind, gilt Z(1(Y;)) = Y. Somit wird auch die Kette Y7 O Y, D ... stationér.
Nach Beispiel 2.3 ist nun wiederum auch jeder Unterraum von A} noethersch. []

4 Lokalisierungen

Definition 4.1. FEine Teilmenge S C R im Ring R heif$t multiplikativ, falls 1 € S,
0¢ S unda-besS firalleabesS.

Es sei S C R eine multiplikative Teilmenge. Wir betrachten die folgende Aquivalenz-
relation auf S x R:

(s,r) = (s',7") & 3" € S mit s"(s'r — sr’) = 0.

Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit S~'R und die Aquivalenzklasse

von (s,r) mit . Wir erhalten auf S™'R eine Ringstruktur mittels Z - Z_i = Z—Z und

’ ’ / . .
g + % = % mit Nullelement % und Einselement %

Definition 4.2. Fiir eine multiplikative Teilmenge S C R nennen wir den Ring S™'R
zusammen mit dem kanonischen Homomorphismus R — S™'R, r — T die Lokalisierung
von R abseits von S.

Bemerkung 4.3. (a) Fualls S keine Nullteiler beinhaltet, gilt

ror

—:—/<:>3'7“:S7".
s s

Insbesondere 1st T = % &1 =0, so dass R — SR injektiv ist.

(b) Das Bild von s € S unter R — S™'R hat in ST'R ein Inverses: (ﬁ)_1 =1

1 s

(¢c) Besteht S genau aus allen Nichtnullteilern, so heift S™' R der Quotientenring K (R)
von R. Falls R ein Integrititsring ist, so ist K(R) ein Korper und wird der Quoti-
entenkorper von R genannt.

Beispiel 4.4. (a) Es sei a € R nicht nilpotent, das heifst a™ # 0 fiir alle n € N. Dann
ist S = {a™ | n > 0} eine multiplikative Menge und wir bezeichnen S™'R auch mit
R[Z].

(b) Ist p C R ein Primideal, so ist S = R\ p eine multiplikative Menge und wir bezeich-
nen S™'R mit R,. In diesem Ring ist pR, C R, das einzige mazimale Ideal. Ringe
mit nur einem mazrimalen Ideal nennen wir lokale Ringe.

Lemma 4.5. Es gilt R[X]/(aX — 1) = R [1].

a

Beweis. Ubung. [



5 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Proposition 5.1 (Artin-Tate). Es sei R noethersch, A eine R-Algebra und B eine
A-Algebra, die als A-Modul endlich erzeugt ist. Dann ist A genau dann eine endlich
erzeugte R-Algebra, wenn B eine endlich erzeugte R-Algebra ist.

Beweis. Es seien by, ..., b, € B mit B =31 Ab;.

“=" Falls es ai,...a, € A gibt, die A als R-Algebra erzeugen, das heift A =
Rlay, ..., ay,], dann erzeugen ay, ..., an, by, ..., b, die R-Algebra B.

“«<” Wir nehmen nun an, dass B eine endlich erzeugte R-Algebra ist. Durch Vergro-
fern der Menge {by,...,b,,} kénnen wir B = Rl[b,, ..., b,,] annehmen. Fiir die Produkte
b;bi, gibt es dann Linearkombinationen

bjbk = Z ajklbk, Ak € A.

=1

Es sei Ay € A die von den a,j’s erzeugte R-Unteralgebra. Diese ist nach Korollar 3.2
noethersch. Wegen b;b, € ", Agb; folgt mit Induktion B = R[by, ..., b,] C > %, Agby.
Daher ist B ein endlich erzeugter Ag-Modul. Da A ein Ap-Untermodul von B ist, ist
auch A ein endlich erzeugter Aj-Modul nach Proposition 2.4. Somit ist A nach dem
Argument in “=" eine endlich erzeugte R-Algebra. O

Korollar 5.2. Fine Kérpererweiterung L/K ist genau dann endlich, wenn L eine end-
lich erzeugte K-Algebra ist.

Beweis. “=": Falls L ein endlich dimensionaler K-Vektorraum ist, so ist L auch eine
endlich erzeugte K-Algebra.

“<” Seien by,...,b, € L Erzeuger fiir L als K-Algebra. Wir miissen zeigen, dass
alle b; algebraisch iiber K sind. Angenommen dies wire nicht der Fall. Wir konnen
annehmen, dass by, ..., b, algebraisch unabhéngig iiber K sind und b, 4, ..., b,, algebra-

isch iiber dem Quotientenkorper K (by,...,b.) von K[by,...,b,] sind. Dann ist L eine
endliche Erweiterung von K (by,...,b.). Nach Proposition 5.1 angewandt auf R = K,
A=K(by,....,b)und B = Lgibtes &L, I € K(by,...b,) mit f;,g; € K[by,...,b,]
und ¢; # 0, die K(by,...,b,) als K-Algebra erzeugen. Da K|by,...,b.] € K(by,...,b,)

ist g = ¢g192 -+ - gn ¢ K, das heilst degg > 0. Der Quotient ﬁ € K(by,...,b,.) lasst
sich als ein Polynom in g—i, ce % € K(by,...b,) schreiben. Folglich ist ﬁ = giN fiir ein
f € K[by,...,b,] mit g /f und N € Ny. Wegen f(1+g) = ¢" und degg > 1 muss
N > 1 gelten. Aber dann ist f = g(—f + ¢~ !) im Widerspruch zu g /f. O

Satz 5.3 (Hilbertscher Nullstellensatz). Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Kirper.
Fiir jedes Ideal J C k[X1,...,X,] gilt I(Z(J)) = V/J.

Beweis. Sei J C k[X1,...,X,] ein Ideal. Es geniigt 1(Z(J)) C v/.J zu zeigen. Es ist zu
zeigen, dass fiir jedes f € k[X1,..., X, \ V/J ein p € Z(J) mit f(p) # 0 existiert. Wir



bezeichnen mit f das Bild von f in k[Xy,..., X,]/J. Da f nicht nilpotent ist gilt nach
Lemma 4.5

A= (KX, X)) ) H — K[Xo, X1, Xl /(, Xof —1).

Dies ist eine endlich erzeugte k-algebra. Wegen (k[X, ..., X,]/J) [H # (0 kénnen wir

ein maximales Ideal m C A wihlen. Dann ist A/m eine endlich erzeugte k-Algebra und
somit nach Korollar 5.2 eine endliche Korpererweiterung von &, und somit A/m = k,
da k algebraisch abgeschlossen ist. Sei nun a; das Bild von X; in A/m = k und p =
(ay,...,a,) € A" Dann ist (ag,a,...,a,) € Z((J, Xof —1)). Somit gilt p € Z(J) und
aof(p) =1, so dass f(p) # 0. O



