Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Aryian Javanpeykar & Robert Wilms Wintersemester 2016/2017

Ubungsblatt 5
Abgabe am Freitag, 02.12.2016 bis 16 Uhr

Prasenzaufgabe 1. (a) Bestimmen Sie die Jordannormalform J von

S = N W
o O N O
== R

—1

und bestimmen Sie eine Matrix S, so dass S™1MS = J.

(b) Zeigen Sie, dass M die Gleichung M* — 7M3 + 16 M? = 12M erfiillt und Rang 3 hat. Welche wei-
teren Jordannormalformen (bis auf Reihenfolge der Jordanblocke) von Rang 3 erfiillen ebenfalls
diese Gleichung?

(c) Essei V ein R-Vektorraum der Dimension 6 und A € End(V') ein Endomorphismus von Rang 4,
der A3 + 6A4% + 9A = 0 erfiillt. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.

Prisenzaufgabe 2. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -) und

v1,...,v, € V eine Familie orthonormaler Vektoren. Beweisen Sie, dass folgende Aussagen dquiva-
lent sind:
(i) (v1,...,v,)ist eine Basis von V.

(ii) Istwv € V, so folgt aus (v, v;) = 0 fiir alle 4, dass v = 0.
(iii) Istv € V,sogiltv =>""_ (v, v;) - v;.
(iv) Firalle v, w € V gilt (v,w) = >0 (v, v;) - (v, w).

(v) Firallev € V gilt (v,0) = >°1_, |(v,v;)]2

Aufgabe 5.1 (1+1+1+1 Punkte). Zeigen oder widerlegen Sie:

(@) Es sei V' ein C-Vektorraum mit dimV < 6 und ¢ ein Endomorphismus von V. Dann ist die
Jordannormalform von ¢ bereits durch die Angabe des charakteristischen Polynoms x,,, des Mi-
nimalpolynoms M, und den geometrischen Vielfachheiten my(\) fiir alle Eigenwerte A von ¢

eindeutig bis auf Reihenfolge der Jordanblocke bestimmt.

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gibt es bis auf Reihenfolge der Jordanblocke genau eine Matrix
A € Mat(4n x 4n,C) in Jordannormalform, so dass det(A4) = 2 und Spur(A4) = 0 gilt und die
Matrix die Gleichung (A2 — 2)(A% — 1) = 0 erfiillt.

(c) Furn > 2 sei auf R” die Normalabbildung ||v|| := max{|v;| | 1 <1i < n} gegeben. Dann existiert
ein Skalarprodukt (-, -) auf R", so dass ||v|| = / (v, v).

(d) Es sei V ein R-Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt (-, -) und der induzierten Norm
lv|| = \/(v,v). Zwei Vektoren v,w € V \ {0} sind genau dann orthogonal, wenn der Satz des
Pythagoras gilt: ||v + w||> = ||v|* + ||w|.
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Aufgabe 5.2 (2+1+1 Punkte). (a) Bestimmen Sie die Jordannormalform .J von

-2 4 4 1

4 -2 -4 -1
M =

-5 4 6 1

2 2 0 -1

und bestimmen Sie eine Matrix S, so dass S~"1M S = J.

(b) Zeigen Sie, dass M die Gleichung M* — M?® = 2M? erfiillt und Rang 3 hat. Welche weiteren
Jordannormalformen (bis auf Reihenfolge der Jordanblocke) von Rang 3 erfiillen ebenfalls diese
Gleichung?

(c) Fur welche natiirlichen Zahlen n > 1 existiert eine Matrix A € Mat(n x n,C) mit Spur(4) = 0
und A3 —4A4%2 = A — 4?
Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass fiir zwei Matrizen A, B € Mat(n x n, C) stets die Glei-
chung Spur(A - B) = Spur(B - A) gilt.

Aufgabe 5.3 (1+1+1+1 Punkte). Es sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit einer komple-
xen Struktur, d.h. einem Endomorphismus J mit J? = —id. Zeigen Sie:

(a) Die Dimension d = dimgr V' von V ist gerade.

(b) Die skalare Multiplikation (z +iy) - v := zv+yJ(v) macht V zu einem C-Vektorraum der Dimen-
sion d/2. Diesen Vektorraum bezeichnen wir im Folgenden mit V.

(c) Seinun (-, )y ein euklidsches Skalarprodukt auf V. Dann definiert
(v, W) = (v, w)y +i{v, J(w))y fiir alle v,w € 1%

ein unitires Skalarprodukt auf V.

(d) Die Vektoren v1,...,v4/, bilden genau dann eine Orthonormalbasis von V, wenn die Vektoren
V1, .-, V472, J(V1), -+ -, J(vg/2) eine Orthonormalbasis von V' bilden.



