Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Aryian Javanpeykar & Robert Wilms Wintersemester 2016/2017

Ubungsblatt 4
Abgabe am Freitag, 25.11.2016 bis 16 Uhr

Prisenzaufgabe 1. Es sei A € Mat(n x n, K) eine Matrix in Jordanscher Normalform, Ay, ..., A, ihre
verschiedenen Eigenwerte und d; die Lange des langsten Jordanblocks zum Figenwert ;. Zeigen Sie,
dass das Minimalpolynom von A die folgende Form hat:

r

Ma(X) =[x = 2%

=1

Kann man auch die geometrische und algebraische Vielfachheit der Eigenwerte an der Jordan Nor-

malform ablesen?

Prisenzaufgabe 2. Gegeben sei die Matrix

-1 -2 =2

(a) Bestimmen Sie die Jordannormalform .J von A und geben Sie eine Matrix S an, so dass S~1AS =
J. Geben Sie auch das charakteristische Polynom, das Minimalpolynom und die Hauptraume zu
A an.
(b) Bestimmen Sie alle Jordannormalformen (bis auf Vertauschung der Jordanblocke), die
(i) das gleiche Minimalpolynom wie A haben.
(ii) das gleiche charakteristische Polynom wie A haben.

(iii) sowohl das gleiche Minimalpolynom als auch das gleiche charakteristische Polynom wie A
haben.

Aufgabe 4.1 (1+1+1+1 Punkte). Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Gilt fiir eine Matrix A € Mat(n x n, R) die Gleichung A% = A4, so ist A diagonalisierbar.

(b) Essei A € Mat(n x n, K) eine Matrix in Jordanscher Normalform, A1, ..., A, ihre verschiedenen
Eigenwerte und d die Anzahl der Einsen neben der Diagonalen. Dann gilt:

n=d+mg(A)+---+mg(A)

(c) Sind A € Mat(nxn, K)und B € Mat(m xm, K) zwei Matrizen, so teilt das Minimalpolynom der
A 0
Blockmatrix 0 B das Produkt der Minimalpolynome von A und B, ist aber im Allgemeinen
nicht gleich diesem Produkt.

(d) Es sei ¢ ein Endomorphismus auf einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V und A, A2
zwei Eigenwerte von ¢. Dann ist die Einschrankung von ¢ — A\11d auf den Hauptraum H (¢, A2)

genau dann injektiv, wenn A1 # )\, gilt.
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Aufgabe 4.2 (2+2 Punkte). Gegeben sei die Matrix

2110 -2
1110 -1
A=11 0 2 0 -1
1 01 2 =2
1 01 0 O

(a) Bestimmen Sie die Jordannormalform J von A und geben Sie eine Matrix S an, so dass S~ AS =
J. Geben Sie auch das charakteristische Polynom, das Minimalpolynom und die Hauptraume zu

A an.

(b) Bestimmen Sie alle Jordannormalformen (bis auf Vertauschung der Jordanblocke), die
(i) das gleiche Minimalpolynom wie A haben.
(ii) das gleiche charakteristische Polynom wie A haben.

(iii) sowohl das gleiche Minimalpolynom als auch das gleiche charakteristische Polynom wie A
haben.

Aufgabe 4.3 (1+1+2 Punkte). Die Exponentialfunktion fiir A € Mat(n x n; R) ist definiert durch

1
exp(A) = lim ZEAIC
k=0

m—0o0
(a) Zeigen Sie, dass fiir A € Mat(n x n;R) und S € GL(n; R) gilt: exp(SAS™!) = S - exp(A4) - S71.
(b) Zeigen Sie, dass fiir A, B € Mat(n x n; R) mit AB = BA gilt: exp(A + B) = exp(A) exp(B).

(c) Berechnen Sie:

3 0 =2
exp| -2 0 1
2 1 0

Tipp: Nutzen Sie (a) und (b), um die Rechnung auf die Berechnung der Exponentialfunktion einer

Diagonalmatrix und einer nilpotenten Matrix zuriickzufiihren.



