Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Aryian Javanpeykar & Robert Wilms Wintersemester 2016/2017

Ubungsblatt 3
Abgabe am Freitag 18.11.2016, bis 16 Uhr

Prisenzaufgabe 1. Es sei ¢ ein Endomorphismus eines K -Vektorraums V. Beweisen oder widerlegen
Sie:

(a) Ist A € K ein Eigenwert von ¢ und P € K[X] ein Polynom, so ist P(\) ein Eigenwert von P(¢y).
(b) Die Abbildung K[X] — End(V), P — P(¢) ist ein Homomorphismus von K-Vektorraumen.
Prisenzaufgabe 2. Es sei ¢: R3 — R? ein Endomorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ immer einen reellen Eigenwert hat.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ einen positiven Eigenwert besitzt, falls det ¢ > 0.

(c) Sei nun ¢: R* — R* ein Endomorphismus mit det ¢ < 0. Zeigen Sie, dass ¢ mindestens zwei
reelle Eigenwerte hat.

Aufgabe 3.1 (1+1+1+1 Punkte). Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Ist A eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Eintrdgen, so ist das charakteristische
Polynom von A bis auf Vorzeichen das Minimalpolynom von A.

(b) Es sei 0 € Sym(n) eine Permutation und ¢,: K" — K" der Endomorphismus gegeben durch
wo(e)) = € (i) fiir die Einheitsvektoren e, ..., e, von K". Dann ist 1 der einzige Eigenwert von

Po-

(c) Esseien 1 < d < n natiirliche Zahlen und A = (a;;) € Mat(n x n; K) die Matrix mit

1 falls1<j=i4+1<d

aij =
0 sonst.

Dann gilt P{ = £M%, wobei P4 das charakteristische Polynom von A und M4 das Minimalpo-
lynom von A ist.

(d) Ist p: V' — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V und P,Q € K[X]| zwei Polynome,
so gilt P(¢) 0 Q(p) = (P- Q) ().

Aufgabe 3.2 (1+1+1+1 Punkte). Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V. — V ein
Endomorphismus. Sei weiter U ein ¢-invarianter Unterraum und W ein Unterraum von V/, so dass
V = U @ W. Sei nun By eine Basis von U und By eine Basis von .

(a) Beschreiben Sie die Darstellungsmatrix von ¢ beztiglich der Basis B = By U By von V.
(b) Sei nun W zusitzlich p-invariant. Welche Form hat dann die Darstellungsmatrix aus (a).
(c) Zeigen Sie: Wenn W g-invariant ist gilt X, = X, * Xo|w -

(d) Zeigen Sie: Im Allgemeinen ist x, = X, - Xz, Wobei @ der von ¢ auf V/U induzierte Endomor-
phismus ist.



ﬂbungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Aryian Javanpeykar & Robert Wilms Wintersemester 2016/2017

Aufgabe 3.3.

Aufgabe 3.4 (1+2+1 Punkte). Es sei V' = Mat(n x n;R) der R-Vektorraum aller n x n Matrizen tiber

R. Betrachte den Endomorphismus ¢ von V der jeder Matrix ihre transponierte zuweist: p(A) = AT.
(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von .
(b) Bestimmen Sie die entsprechenden Eigenrdume.

(c) Finden Sie eine Basis von Mat(2 x 2; R) beziiglich der ¢ die Gestalt einer Diagonalmatrix ist.



