Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Ariyan Javanpeykar & Robert Wilms Wintersemester 2016/2017

Ubungsblatt 12
Abgabe am Freitag, 03.02.2017 bis 16 Uhr

Dieses Aufgabenblatt enthilt insgesamt 5 Aufgaben zur Abgabe, um es Ihnen zu erleichtern, die
zur Priifungszulassung notwendige Punktzahl von 72 Punkten zu erreichen. Die erforderte Punkt-
zahl verdndert sich dadurch aber nicht, und es wird auch nicht erwartet, dass Sie alle Aufgaben
bearbeiten, eine hilfreiche Ubung ist dies allerdings dennoch.

Prasenzaufgabe 1. Zeigen oder widerlegen Sie:

(@) Essei0 — A Iy B % € = 0 eine kurze exakte Sequenz von Gruppen und sei s: C — B ein
Schnitt von ¢g. Dannist A x C' — B, (a,c) — f(a)+ s(c) ein Isomorphismus.

(b) Das Zentrum Z(G) :={g € G |Vz € G : zg = gz} C G einer Gruppe G ist Normalteiler in G.
(c) Die Unterguppe Z[v/2] C R ist eine freie Gruppe von Rank 2.

Prisenzaufgabe 2. (a) Es sei G eine Gruppe und N, H C G Normalteiler mit N C H. Zeigen Sie, N
ist auch Normalteiler in H, H/N ist Normalteiler von G/N und der kanonische Gruppenhomo-
morphismus

(G/N)/(H/N) = G/H

ist ein Isomorphismus.

(b) Fiir eine Menge X und eine Gruppe G bezeichnen wir mit G¥ = Abb(M, G) die Abbildungen
von X nach G. Zeigen Sie, dass GX auf natiirliche Weise wieder eine Gruppe ist. Weitersei Y C X
eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass

N={feG¥|fly)=1firalley € Y}

ein Normalteiler von G ist und dass GX /N = GY gilt.

Aufgabe 12.1 (1+1+1+1 Punkte). Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Es seien A und B abelsche Gruppen so dass A/kA = B/kB fiir alle ganzen Zahlen k > 0 gilt.
Dann gilt bereits A = B.

(b) Esseien A und B endlich erzeugte abelsche Gruppen so dass A/pA = B/pB fiir alle Primzahlen
p gilt. Dann gilt bereits A = B.

(c) Die Gruppe Q- mit der Multiplikation als Verkniipfung ist endlich erzeugt.

(d) Es seien A und B abelsche Gruppen und 0 -+ A — B — Z" — 0 eine kurze exakte Sequenz.
Dann spaltet diese kurze exakte Sequenz.

Aufgabe 12.2 (1+1+1+1 Punkte). Es sei n > 3 eine ganze Zahl.

(a) Essei D, die Menge aller Drehungen und Spiegelungen die ein regelmafsiges n-Eck in sich selbst
tiberfiihren. Zeigen Sie, dass D,, mit der Hintereinanderausfiihrung zweier Transformationen aus

D,, als Verkniipfung eine Gruppe bildet.
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(b) Zeigen Sie, dass #D,, = 2n.
(c) Zeigen Sie dass D), nicht abelsch ist.

(d) Zeigen Sie dass es eine kurze exakte Sequenz
0—Z/2Z — Dy — 7/27 X 7./27 — 0

gibt. Spaltet diese Sequenz?

Aufgabe 12.3 (1+1+1+1 Punkte). Es sei G die Symmetrie Gruppe des Kreises S* = {(x,y) € R? | 22 +
y?> = 1} C R?, das heifit die Gruppe aller Drehungen und Spiegelungen, die den Kreis in sich selbst

tberfiihren.

(a) Zeigen Sie, dass G = O(2) := {A € Mat(2 x 2,R) | AA" = L}

(b) Zeigen Sie, dass O(2) fiir alle n > 3 eine Untergruppe G,, C O(2) mit G,, = D,, enthalt.
(c) Ist H eine abelsche Gruppe. Dann ist {h € H | ord(h) < oo} C H eine Untergruppe.

(d) Zeigen Sie, dass {g € O(2) | ord(g) < oo} C O(2) keine Untergruppe ist, dass also (c) fiir nicht-
abelsche Gruppen falsch sein kann.

Aufgabe 12.4 (1+2+1 Punkte). Eine abelsche Gruppe G heifit torsionsfrei, wenn alle g € G \ {0}
unendliche Ordnung haben.

(a) Zeigen Sie, dass jede freie abelsche Gruppe torsionsfrei ist.

(b) Eine abelsche Gruppe G heifst teilbar, falls zu jedem = € G und jeder ganzen Zahln > leiny € G
existiert, so dass n - y = x. Zeigen Sie, dass jede nicht-triviale teilbare abelsche Gruppe nicht frei
ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Umkehrung von (a) im Allgemeinen nicht gilt, indem Sie ein Beispiel fiir

eine torsionsfreie abelsche Gruppe geben, die keine freie abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 12.5 (2+2 Punkte). (a) Es sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N C G ein
Normalteiler. Sei HN die Untergruppe von G erzeugt durch HUN. Zeigen Sie, N ist Normalteiler
von HN, H N N ist Normalteiler von H und der kanonische Gruppenhomomorphismus

H/HAN — HN/N

ist ein Isomorphismus.

(b) Es sei G eine Gruppe und N C G ein maximaler Normalteiler von G, das heifst fiir jeden Nor-
malteiler N' mit N C N’ C G gilt bereits N = N’. Weiter seien Hy, H, C G Untergruppen mit
HiNN=HyNN = {1} und H; # {1} # H». Zeigen Sie, dass dann stets H; = H gilt.



