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Präsenzaufgabe 1. Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Eine Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn die Abbildung G → G, g 7→ g−1 ein Gruppenho-
momorphismus ist.

(b) Es sei G eine Gruppe mit #G ≤ 5. Dann ist G bereits abelsch.

(c) Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe mit [G : H] = 2. Dann ist H normal.

(d) Das Zentrum Z(G) = {z ∈ G | gz = zg für alle g ∈ G} einer Gruppe G ist stets ein Normalteiler
von G.

Präsenzaufgabe 2. (a) Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass fol-
gende Aussagen äquivalent sind:

(i) H ist ein Normalteiler von G, das heißt für alle g ∈ G gilt gH = Hg.

(ii) Für alle g ∈ G gilt gHg−1 = H .

(iii) Für alle g ∈ G gilt gHg−1 ⊆ H .

(iv) Für alle g ∈ G gilt gHg−1 ⊇ H .

(b) Es sei ϕ : G→ G′ ein Gruppenhomomorphsimus, H eine Untergruppe von G, N ein Normalteiler
von G, H ′ eine Untergruppe von G′ und N ′ ein Normalteiler von G′. Zeigen Sie:

(i) ϕ(H) ist eine Untergruppe von G′.

(ii) ϕ(N) ist im Allgemeinen kein Normalteiler von G′.

(iii) Falls ϕ surjektiv ist, ist ϕ(N) Normalteiler von G′.

(iv) ϕ−1(H ′) ist eine Untergruppe von G.

(v) ϕ−1(N ′) ist ein Normalteiler von G.

Aufgabe 11.1 (2+2 Punkte). Zeigen oder widerlegen Sie

(a) Es seien m,n positive ganze Zahlen. Dann sind die Gruppen Z/nZ × Z/mZ und Z/nmZ genau
dann isomorph, wenn n und m teilerfremd sind.

(b) Eine Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn die Abbildung G→ G, g 7→ g2 ein Gruppenhomo-
morphismus ist.

Aufgabe 11.2 (2+2 Punkte). Zeigen oder widerlegen Sie

(a) Es sei G eine Gruppe und H die Untegruppe die von der Menge S = {g2 | g ∈ G} erzeugt wird.
Dann ist H ein Normalteiler von G und G/H is abelsch.

(b) Ist H1 ein Normalteiler einer Gruppe G und H2 ein Normalteiler von H1, so ist auch H2 Normal-
teiler von G.
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Aufgabe 11.3 (1+3 Punkte). Es sei G eine endliche Gruppe. Wir definieren die Teilmenge MG ⊆ G

durch MG = {a ∈ G | ord(g) ist ungerade}.

(a) Zeigen Sie: Falls G abelsch ist, bildet MG eine Untergruppe von G.

(b) Bestimmen Sie alle n ∈ N, so dass für die symmetrische Gruppe Sn von Grad n die Teilmenge
MSn ⊆ Sn keine Untergruppe bildet.
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