Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Ariyan Javanpeykar & Robert Wilms Wintersemester 2016/2017

Ubungsblatt 10
Abgabe am Freitag, 20.01.2017 bis 16 Uhr

Prisenzaufgabe 1. Zeigen oder widerlegen Sie:

(@) Ist0 = Vi — Vo — V3 — 0 eine kurze exakte Sequenz von K-Vektorraumen endlicher Dimensi-
on, so gilt dimV, = dimV; + dimVs3.

(b) Ist0 — Vi — Vo — Va3 — 0 ein Komplex von K-Vektorraumen endlicher Dimension, so gilt
dimVs = dimVj + dimV53.

(c) Esseien 0 — V1 £> Va f—2> Vs —0und 0 — W, Ky oW, 22 W3 — 0 kurze exakte Sequenzen von
K-Vektorraumen und ¢;: V; = W; fiir i € {2, 3} Homomorphismen, so dass das Diagramm

v,y

oo e

Wy —2 Wy

kommutiert, das heifst p30 fo = gaop2. Dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus ¢q: Vi —

W1, so dass auch

v

-k
W, 2> W,
kommutiert.

(d) Sind in (c) 2 und ¢3 Isomorphismen, so ist auch ¢; ein Isomorphismus.

Prasenzaufgabe 2. Es seien 0 — V; f—1> Vs f—2> V3 — 0und 0 — W4 EEN Wy 92, W3 — 0 kur-
ze exakte Sequenzen von endlich dimensionalen K-Vektorraumen und ¢;: V; — W; fur i € {1,3}
Homomorphismen. Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Es gibt einen Homomorphismus ¢3: Vo — W5, so dass das Diagramm

f1 f2

0 Vi Va Vs 0
iw iwz l%
0 Wy~ Wy — 2 Wy 0

kommutiert, das heifSt o o f1 = g1 0 1 und @3 0 fo = g2 0 Po.
(b) Der Homomorphismus ¢ in (a) ist bereits durch ¢ und ¢3 eindeutig bestimmt.

(c) Wenn ¢; und ¢3 Isomorphismen sind, so ist auch ¢5 ein Isomorphismus.

Aufgabe 10.1 (1+1+1+1 Punkte). Zeigen oder widerlegen Sie

(@ Ist0 = Vi — Vo = --- = V,, — 0 eine exakte Sequenz von K-Vektorrdumen endlicher Dimensi-
on, so gilt 37, (—1)’dimV; = 0.
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(b) Ist0 = Vi = Vo — -+ = V,, = 0 ein Komplex von K-Vektorrdumen endlicher Dimension, so
gilt 37, (=1)dimV; = 0.

(c) Esseien 0 — V4 f—1> Vs f—2> Vs —0und 0 — W, EENG /AN W3 — 0 kurze exakte Sequenzen von
K-Vektorraumen und ¢;: V; — Wj fiir i € {1, 2} Homomorphismen, so dass das Diagramm

-,

o e

Wy, —2 W,

kommutiert, das heifst po0 fi = g10p1. Dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus ¢3: V3 —
W3, so dass auch

vl

-
Wy —2 Wy

kommutiert.
(d) Sind in (c) ¢1 und 2 Isomorphismen, so ist auch 3 ein Isomorphismus.

Aufgabe 10.2 (1+1+1+1 Punkte). Es seien 0 — V; f—1> Vs f—2> Vs —=0und 0 — Wy a, Wy 2, W3 — 0
kurze exakte Sequenzen von K-Vektorraumen und ¢;: V; — W fiir i € {1, 2,3} Homomorphismen,

so dass das Diagramm

0 Vi fi Vs f2 Vs 0
.
0 Wy 2 Wy 2o W, 0

kommutiert, das heif3t ¢ o f1 = g1 0 o1 und @3 o fo = g9 0 Vs.
(a) Zeigen Sie: Falls 5 ein Isomorphismus ist, so ist ¢ injektiv und ¢3 surjektiv.

(b) Wir definieren den Verbindungshomomorphismus ¢: Ker(yps) — W;/Bild(¢1) wie folgt:
Es sei v3 € Ker(p3). Wegen der Surjektivitit von f> gibt es ein vy € Vo mit fa(v2) = vs. Es folgt
92(p2(v2)) = w3(f2(v2)) = 0, so dass pa2(vy) € Ker(g2) = Bild(g1). Daher existiert ein wy € W; mit
g1(w1) = @a(v2). Wir definieren nun §(v3) = w; + Bild(y1). Zeigen Sie, dass 6 wohldefiniert ist.

(c) Zeigen Sie: Falls ¢ ein Isomorphismus ist, so ist auch 4 ein Isomorphismus.

(d) Es seien nun ¢, injektiv, 3 surjektiv und ¢ ein Isomorphismus. Ist dann ¢ bereits ein Isomor-
phismus?

Aufgabe 10.3 (1+2+1 Punkte). Es sei 0 — V; ﬁ) Vs f—2> V3 — 0 eine kurze exakte Sequenz von

endlich dimensionalen K-Vektorraumen und W ein weiterer endlich dimensionaler K-Vektorraum.

(a) Zeigen Sie, dass ein Homomorphismus s: Vo — V) existiert, so dass s o f; = idy,.
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(b) Zeigen Sie, dass die Sequenz

0 — Homy (Vs, W) 225 Homye (Va, W) L% Homye (Vi, W) — 0

von K-Vektorrdumen, deren Abbildungen durch die Komposition mit f, bzw. f; induziert wer-
den, exakt ist.

(c) Esseiennun U,V C W Untervektorrdaume. Zeigen Sie, dass
0=UNWSUxWEBU+W =0,

mit ¢(z) = (z, —z) und p(u, w) = u + w eine exakte Sequenz ist.



