ﬂbungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2” Johannes Gutenberg-Universitat Mainz
Aryian Javanpeykar & Robert Wilms Wintersemester 2016/2017

Ubungsblatt 1
Abgabe am Freitag, 04.11.2016 bis 16 Uhr

Jeden Donnerstag erscheint ein Ubungsblatt mit je zwei Prasenzaufgaben fiir die Ubungsstunde
oder zum eigenstiandigen Uben und drei Aufgaben mit jeweils 4 Punkten, die Sie zur Korrektur bis
Freitag 16 Uhr in der darauffolgenden Woche abgeben konnen. Sie diirfen Losungen in Gruppen bis
zu maximal 2 Personen einreichen. Um zur Klausur zugelassen zu werden, miissen Sie mindestens
72 Punkte der Ubungsblétter erreichen, sowie mindestens 3 der 4 Kurstests wahrend der Vorlesungs-
zeit bestehen. Die Kurztests werden in den Vorlesungen am 3. Nov., 24. Nov., 15. Dez. und 26. Jan.
geschrieben.

Prasenzaufgabe 1. Es seien A = (a;;) und B zwei n x n Matrizen iiber den reellen Zahlen R. Zeigen

oder widerlegen Sie:
(a) det(A) = det(A?).

(b) det(A) + det(B) < |det(A + B)|.
() det((ai;)) = det(((=1)"*az;)).

(d) Esseio € Sym(n) eine Permutation. Wir assoziieren zu einer n x n Matrix M die Matrix M7 wie

folgt: M7 = (mf;) mit mf; = me ;) ;. Zeigen oder widerlegen Sie:

det(A7) = sgn(o) - det(A).

Prasenzaufgabe 2. Es sei K ein Korper. Welcher der folgenden Mengen sind unter den gegebenen

Strukturen Vektorrdaume? Begriinden Sie Ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls eine Basis an.

(@) U = {A € Mat(n x n,K) | det(A) = 0} mit der gewohnlichen Addition A +y B := A + B fiir
A, B € U und der gewdchnlichen Skalarmultiplikation A- (a;;) := (X-a;;) fiir A € K und (a;5) € U.

(b) Hier sei K = R:
U={zcR|r>0mitz+yy:=x-yfirz,yc Uund -2 :=2 ) fiir \€¢ Rund z € U.

(c) U = Abb(N, K) mit (f 47 ¢)(n) := f(n) + g(n) und (X - f)(n) := X - (f(n)) fiir f,g € U,n € N
und A € K.

(d) U={f € Abb(N,K) | f(n) = 0 fiir fast alle n € N} mit (f+yg)(n) := f(n)+g(n) und (A f)(n) :=
A (f(n) fur f,ge U,ne Nund ) € K.

() U = {(A1,A42,A3,...) | A, = (a(n)ij) € Mat(n x n, K) Vn € Nund a(n);; = a(m);; Vi,j,m,n €
IN mit ¢, j < min(m,n)} mit

(Al,AQ,Ag,...)-I-U (Bl,BQ,Bg,...) = (A1+Bl,A2+BQ,A3+Bg,...)

und A - (Al,AQ,A3, ) = (A : Al,)\ : AQ,)\ . Ag, c. )

Hierbei bezeichne (A, Az, As, ...) stets eine unendliche Folge.
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Aufgabe 1.1 (2+2 Punkte). Es sei A = (a;;) eine n x n Matrix tiber den reellen Zahlen R.
(a) Zeigen oder widerlegen Sie:
() det(4) < | (S2yas) |
(i) det(4) < (7, lay])
(b) Esseien o,7 € Sym(n) zwei Permutationen. Wir assoziieren zu einer n x n Matrix M die Matrix
M) wie folgt: M@ = (m'77) mit m{7™) = Me(i),r(;)- Zeigen oder widerlegen Sie:

ij ij

(A(U,T))ad _ (Aad)(a,r)‘

Aufgabe 1.2 (2+2 Punkte). (a) Esseien z1,. ..z, Unbekannte. Zeigen Sie:

I N
1 xy 2 ... a0t
det |, 0T = T @),
- - : 1<i<j<n
1z, 22 xn—t
(b) Seien nun ay, ..., a, € R. Zeigen Sie, dass
fle)
fla2) " .
U= . e R" | f € R[X]| mit grad(f) <n

flan)

ein Untervektorraum von R" ist, bestimmen Sie dim U und geben Sie eine Basis von U an.
Hinweis: Die n-dimensionalen Vektoren ay,...,a, sind genau dann linear unabhédngig, wenn
det((a1,...,ay)) # 0 gilt.

Aufgabe 1.3 (1+1+2 Punkte). Es sei K ein Korper. Welche der folgenden Mengen sind unter den
gegebenen Strukturen Vektorraume? Begiinden Sie Ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls eine

Basis an.

(@ U = {A € Mat(n x n,K) | Sp(A) = 0} mit der gewohnlichen Addition A +y B := A + B fir
A, B € U und der gewdhnlichen Skalarmultiplikation A- (a;;) := (X-a;;) fiir A € K und (a;5) € U.
Dabei ist die Spur Sp einer Matrix A = (a;;) € Mat(n x n, K) durch die Summe ihrer Diagonal-
eintrage gegeben: Sp(A) = > | a;i.

(b) U ={A € Mat(n x n, K) | det(A) # 0} mit der “Addition” A +y B := A- B fir A,B € U und
der gewohnlichen Skalarmultiplikation A - (a;;) := (XA - a;5) fir A € K und (a;5) € U.

(© U = {(aij) € Mat(n x n,K) | Y20 a1; = 3 7_jazj = -+ = 37| ap;}. mit der gewdhnlichen
Addition A +¢ B := A+ B fiir A, B € U und der gewo6hnlichen Skalarmultiplikation X - (a;;) :=
()\ . aij) fir A € K und (aij) eU.



